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二阶 Hopfield型神经网络的稳定性
分析及收敛速度的估计

徐炳吉1 ,廖晓昕1 ,刘新芝1 ,2 ,陈钦生3

(1.华中科技大学控制科学与工程系 ,湖北武汉 430074 ;2.滑铁卢大学应用数学系 ,滑铁卢 ,加拿大 ;3.山东理工大学物理系 ,山东淄博 255012)

　　摘　要 :　本文讨论二阶连续 Hopfield型神经网络平衡点的全局稳定性问题 ,利用 LMI方法和 Lyapunov方法得到

了网络平衡点全局渐近稳定和全局指数稳定的几个充分条件 ,并对其指数收敛速度进行了估计.
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Abstract :　Global stability of equilibrium point of a class of second order Hopfield neural networks is discussed in this paper.

Some sufficient conditions for the global asymptotic stability and global exponential stability of equilibrium point of such networks are

obtained by means of Lyapunov functions and linear matrix inequalities(LMI′S) ,the exponential convergence rate of equilibrium point

is also estimated.
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1　引言

　　由于高阶神经网络的收敛速度等各方面比一阶神经网络

具有更强的功能 ,因此高阶 Hopfield型神经网络的研究愈来

愈受到人们的重视 [1～5 ] .对于最优化计算神经网络 ,理想的情

形是只有一个全局渐近稳定的平衡点 [6 ] ,且从任意一点出发

的网络轨道以指数收敛速度趋于网络的平衡点.因此下面对

二阶连续 Hopfield型神经网络平衡点的全局稳定性进行分

析 ,讨论在何种条件下网络具有全局指数稳定性 ,并估计网络

运动轨道趋于平衡点的指数收敛速度.

考虑具有下列形式的二阶 Hopfield型神经网络 [7 ]

　Ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijgj ( uj) + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijkgj ( uj) gk ( uk) + Ii

　i = 1 ,2 , ⋯, n (1)

其中 Ci > 0 , Ri > 0和 Ii 分别为第 i 个神经元的电容常数、电

阻常数和网络的外部输入 , Tij和 Tijk分别为网络的一阶和二阶

连接权.

假设 gi ( ui)满足条件 :

　| gi ( ui) | ≤Mi ,0 < g′i ( ui) ≤ki , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (2)

其中 Mi , ki 为常数.

设 u = u 3 ,即 ui = u 3
i , i = 1 ,2 , ⋯, n为式 (1)的平衡点 ,

x = u - u 3 = ( x1 , x2 , ⋯, xn ) T , f i ( xi ) = gi ( xi + u 3
i ) - gi

( u 3
i ) ,

易知　| f i ( z) | ≤ki | z|且 zf i ( z) ≥0 , 　z∈R (3)

且式 (1)可写为等价形式

　Ci
dxi

dt
= -

xi

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijf j ( xj)

+ ∑
n

j =1
∑

n

k =1

Tijk ( f j ( xj) f k ( xk) + f k ( xk) gj ( u 3
j )

+ f j ( xj) gk ( u 3
k ) ) , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (4)

利用 Taylor公式 ,将式 (4)写为

　Ci
dxi

dt
= -

xi

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijf j ( xj) + ∑
n

j =1
∑

n

k =1

( Tijk + Tikj)ζkf j ( xj)

　i = 1 ,2 , ⋯, n (5)

式中ζk介于 gk ( uk)与 gk ( u 3
k )之间.

令　C = diag( C1 , C2 , ⋯, Cn) , 　R = diag( R1 , R2 , ⋯, Rn) ,
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　　T = ( Tij) n×n , 　Ti = ( Tijk) n×n , ( i = 1 ,2 , ⋯, n) ,

　　∏= ( T1 + TT
1 , T2 + TT

2 , ⋯, Tn , TT
n) T ,

　　f ( x) = ( f1 ( x1) , f2 ( x2) , ⋯, f n ( xn) ) T ,

　　F( x) = diag( f ( x) , f ( x) , ⋯, f ( x) ) ,

　　ζ= (ζ1 ,ζ2 , ⋯,ζn) T , 　Γ= diag(ζ,ζ, ⋯,ζ) ,

　　x = ( x1 , x2 , ⋯, xn) T , 　M = ( M1 , M2 , ⋯, Mn) T .

则式 (5)又可写成为等价形式

　　C
dx
dt

= - R - 1 x + Tf ( x) + f T ( x) ∏ζ (6)

　　文中约定 ,对任意矩阵 A , ‖A ‖= λmax ( AT , A) ,对任

意向量 y∈Rn , ‖y‖= yTy .

2　全局渐近稳定性分析

　　定理 1 　若存在对称正定矩阵 P ,对角阵 H = diag ( h1 ,

h2 , ⋯, hn) , Q = diag( q1 , q2 , ⋯, qn) , hi ≥0 , qi ≥0 , ( i = 1 ,2 , ⋯,

n)及常数ε> 0 ,ε′> 0使得

Φ=

- R - 1 C - 1 P - PC - 1 R - 1 PC - 1 T - R - 1 C - 1 H + KTQ ‖M‖P 0

TTC - 1 P - HC - 1 R - 1 + QK HC - 1 T + TTC - 1 H + (ε+ε′) ∏T∏- 2 Q 0 ‖M‖H

‖M‖P 0 -εC2 0

0 ‖M‖H 0 -ε′C2

< 0

则系统 (1)的平衡点 u 3全局渐近稳定.

证明　取 Lyapunov函数 V = xT Px + 2∑
n

i =1

hi∫
x
i

0

f i ( z) dz

- 2∑
n

i =1

qi∫
t

0

f i ( xi) ( f i ( xi) - ki ( xi) dτ,则沿式 (6)的解对 V 求导

数得

dV
dt (6)

= ÛxTPx + xTpÛx + 2∑
n

i =1

hif i ( xi) Ûxi - 2∑
n

i =1

qif i ( xi) ( f i ( xi) - kixi)

= - 2 xTR - 1 C - 1 Px + 2 xT ( PC - 1 T - R - 1 C - 1 H + KTQ) f

　( x) + 2 f T ( x) ( HC - 1 T - Q) f ( x) + 2 xT PC - 1 FT ( x) ∏ζ

　+ 2 f T ( x) HC - 1 FT ( x) ∏ζ

= - 2 xTR - 1 C - 1 Px + 2 xT ( PC - 1 T - R - 1 C - 1 H

　+ KTQ) f ( x) + 2 f T ( x) ( HC - 1 T - Q) f ( x)

　+ 2 xT PC - 1ΓT∏f ( x) + 2 f T ( x) HC - 1ΓT∏f ( x)

由矩阵 PC - 1 C - 1 P的正定性及ΓTΓ= ‖ζ‖2 I ,‖ζ‖≤‖M‖,

并利用向量不等式[8 ]2 uTv≤1
εuTu +εvTv , u , v∈Rn (ε> 0为任

意实数)得

2 xT PC - 1ΓT∏f ( x) ≤1
εxT PC - 1ΓTΓC - 1 Px +εf T ( x) ∏T∏f ( x)

≤1
ε‖M‖2 xTPC - 1 C - 1 Px +εf T ( x) ∏T∏f ( x)

2f T ( x) HC - 1ΓT∏f ( x) ≤1
ε′f

T ( x) HC - 1ΓTΓC - 1 Hf ( x) +ε′f T ( x)

·∏T∏f ( x) ≤f T ( x) 1
ε′‖M‖2 HC - 1 C - 1 H +ε′∏T∏ f ( x)

因此

dV
dt (6)
≤xT 1
ε‖M‖2 PC - 1 C - 1 P - 2R - 1 C - 1 P x

　+2xT ( PC - 1 T - R - 1 C - 1 H + KTQ) f ( x)

　+ f T ( x) 1
ε′‖M‖2 HC - 1 C - 1 H + (ε′+ε) ∏T∏

　+2( HC - 1 T - Q) f ( x)

= [ xTf T ( x) ]Ψ
x

f ( x)

其中

Ψ=
- R - 1 C - 1 P - PC - 1 R - 1 +

1
ε ‖M‖2 PC - 2 P PC - 1 T - R - 1 C - 1 H + KTQ

TTC - 1 P - HC - 1 R - 1 + QK Ω

Ω= HC - 1 T + TTC - 1 H +
1
ε′‖M‖2 HC - 2 H + (ε+ε′) ∏T∏- 2Q

由 Schur补[9] ,Ψ<0的充分必要条件为Φ< 0 ,故由Φ< 0和

dV
dt (6)

<0 ,因此系统(1)的平衡点 u 3全局渐近稳定. 证毕

　　推论　若存在对角阵 H = diag( h1 , h2 ,⋯, hn) >0 ,常数ε>0使

Θ=
TTC - 1 H + HC - 1 T +ε∏T∏ ‖M‖H

‖M‖H -εC2
≤0 ,则系统 (1)的平

衡点 u 3全局渐近稳定.

证明　在定理 1的证明中令 P = 0 , Q = 0 ,即取Lyapunov函数

　V =2∑
n

i =1

hi∫
x
i

0

f i ( z) dz ,则

dV
dt (6)

= - 2xTR - 1 C - 1 Hf ( x) +2f T ( x) HC - 1 Tf ( x)

　+2f T ( x) HC - 1ΓT∏f ( x)

≤- 2xTR - 1 C - 1 Hf ( x) + f T ( x)

·ε∏T∏+
1
ε‖M‖2 HC - 1 C - 1 H + HC - 1 T + TTC - 1 H f ( x)

由 Schur补[9] ,Θ≤0的充分必要条件为

　HC - 1 T + TTC - 1 H +
1
ε‖M‖2 HC - 1 C - 1 H +ε∏T∏≤0

故 dV
dt (6)
≤- 2xTR - 1 C - 1 Hf ( x) = - 2∑

n

i =1

hi

RiCi
xif i ( xi) <0.

因此系统(1)的平衡点 u 3全局渐近稳定.

注 1　对于系统 (1) ,当二阶连接权 Tijk ≡0时可得其特殊情

形 ,即一阶 Hopfield网络

　Ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

n

j =1

Tijgj ( uj) + Ii ,　i =1 ,2 ,⋯, n (7)

由定理 1的推论得到 Hopfield神经网络式 (7)的平衡点 u 3全

局渐近稳定的充分条件为存在对角阵 H = diag ( h1 , h2 , ⋯, hn) > 0

使得 HT + TTH≤0 ,此为文[11]中定理 4的结论.因此文[11]中定理

4是本文定理 1的推论应用于 Hopfield神经网络式(7)的特例.
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3　全局指数稳定性分析及收敛速度的估计

　　定理 2　若存在对称正定矩阵 P阵使

α=λmin ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) - 2(‖PC - 1 T‖

+ ‖PC - 1‖‖∏‖‖M‖) max
1≤i≤n

{ ki} >0 ,

则系统(1)的平衡点 u 3全局指数稳定 ,且系统运动轨道 u( t , u0)满

足

‖u( t , u0) - u 3 ‖≤δ‖u0 - u 3 ‖e -βt , Πt≥0 , Πu0∈Rn

其中δ=
λmax ( P)

λmin ( P)
,β=
α

2λmax ( P)
.

证明　作Lyapunov函数 V = xTPx ,则沿式(6)的解对 V求导数

得

dV
dt (6)

= - xT ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) x +2xTPC - 1 Tf ( x)

　+2xTPC - 1 FT ( x) ∏ζ

≤-λmin ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) ‖x‖2

　+2‖PC - 1 T‖‖x‖‖f ( x) ‖

　+2‖PC - 1‖‖∏‖‖x‖‖FT( x) ‖‖ζ‖

由式(2) , (3)得

　‖FT ( x) ‖= ‖f ( x) ‖≤max
1≤i≤n

{ ki} ‖x‖,‖ζ‖≤‖M‖ (8)

因此

dV
dt (6)
≤- [λmin ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) - 2(‖PC - 1 T‖

　+ ‖PC - 1‖‖∏‖‖M‖) max
1≤i≤n

{ ki} ]‖x‖2

= -α‖x‖2

而λmin ( P) ‖x‖2≤V≤λmax ( P) ‖x‖2 ,故

dV
dt (6)
≤-
α
λmax ( P)

V = - 2βV

由比较原理[10]可得 ,V ( x ( t , x0) ) ≤V ( x0) e - 2βt ,

Πt≥0 , Πx0∈Rn

故有‖x ( t , x0) ‖≤δ‖x0‖e -βt , Πt≥0 , Πx0∈Rn ,即

‖u( t , u0) - u 3 ‖≤δ‖u0 - u 3 ‖e -βt , Πt≥0 , Πu0∈Rn

证毕

定理 3　若存在对称正定矩阵 P阵及常数ε>0 ,ε′>0使得

A =

- C - 1 R - 1 P - PC - 1 R - 1 + (ε‖TTT‖

+ε′‖M‖2‖∏‖2) max
1≤i≤n

{ k2
i} I

P P

P -εC2 0

P 0 -ε′C2

< 0 ,则系

统式(1)的平衡点 u 3全局数稳定 ,且系统运动轨道

u( t , u0)满足

‖u( t , u0) - u 3 ‖≤δ‖u0 - u 3 ‖e -γt , Πt≥0 , Πu0∈Rn

其中 ,　δ=
λmax ( P)

λmin ( P)
,　γ=
λmin ( Q)

2λmax ( P)
,

　　 　Q = C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1 -
1
ε +

1
ε′ PC - 2 P

　　　　　- (ε‖TTT‖+ε′‖M‖2‖∏‖2) max
1≤i≤n

{ ki}
2

I

证明　作Lyapunov函数 V = xTPx ,沿式 (6)的解对 V求导数 ,

并利用向量不等式[8]2uTv≤1
εuTu +εvTv , u , v∈Rn (ε> 0为任意实

数)及式(8)得

dV
dt (6)

= - xT ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) x +2xTPC - 1 Tf ( x)

　+2xTPC - 1 FT ( x) ∏ζ

≤- xT ( C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1) x

　+
1
εxTPC - 1 C - 1 Px +εf T ( x) TTTf ( x)

　+
1
ε′x

TPC - 1 C - 1 Px +ε′ζT∏TF( x) FT ( x) ∏ζ

≤- xT C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1 -
1
ε +

1
ε′ PC - 1 C - 1 P x

　+ε‖TTT‖‖f ( x) ‖2 +ε′‖ξ‖2‖∏‖2‖F( x) FT ( x) ‖

≤- xT C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1 -
1
ε +

1
ε′ PC - 1 C - 1 P x

　+ (ε‖TTT‖+ε′‖M‖2‖∏‖2) max
1≤i≤n

{ ki}
2‖x‖2

= - xT C - 1 R - 1 P + PC - 1 R - 1 -
1
ε +

1
ε′ PC - 2 P

　- (ε‖TTT‖+ε′‖M‖2‖∏‖2) max
1≤i≤n

{ ki}
2

I x

= - xTQx

由 Schur补[9] ,A <0的充分必要条件为 - Q < 0 ,因此由 A < 0

知

　　dV
dt (6)
≤-λmin ( Q) ‖x‖2 ,

而　λmin ( P) ‖x‖2≤V≤λmax ( P) ‖x‖2 ,

故　dV
dt (6)
≤- 2γV.

由比较原理[10]可得 ,V ( x ( t , x0) ) ≤V ( x0) e - 2γt ,

Πt≥0 , Πx0∈Rn .

因此‖x ( t , x0) ‖≤δ‖x0‖e -γt , Πt≥0 , Πx0∈Rn ,即

‖u( t , u0) - u 3 ‖≤δ‖u0 - u 3 ‖e -γt , Πt≥0 , Πu0∈Rn .

证毕

定理 4　若存在对角阵 H = diag( h1 , h2 ,⋯, hn) > 0 ,常数ε> 0

使Λ=
TTH + HT +ε∏T∏ ‖M‖H

‖M‖H -εI
< 0 ,则系统式 (1)的平衡

点 u 3全局指数稳定 ,且系统运动轨道 u( t , u0)满足

‖u ( t , u0) - u 3‖≤‖u0 - u 3‖ ∑
n

i =1

1 +
2 Ri

2 - RiCir
γi

2 1/ 2

e - r
2 t

　Π t≥0 , Π u0∈Rn .

其中　γi = ∑
n

j =1

| Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk

　　·
2 kj

hjCj
max

1≤l≤n
{ hlClkl} ,

r = min
1≤i≤n

1
RiCi

.

证明　取 Lyapunov函数 V = 2∑
n

i =1

hiCi∫
x
i

0

f i ( z) dz ,沿式 (6)

的解对 V求导数并利用向量不等式 [8 ]2 uTv≤1
εuTu +εvTv , u ,

v∈Rn (ε> 0为任意实数)得
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dV
dt (6)

= 2Ûx TCHf ( x) = - 2 xTR - 1 Hf ( x) + 2 f T ( x) HTf ( x)

+ 2 f T ( x) HΓT∏f ( x) ≤- 2 xTR - 1 Hf ( x)

+ f T ( x) ε∏T∏+
1
ε‖M‖2 HH + HT + TTH f ( x)

由 Schur补[9 ] ,Λ< 0的充分必要条件为

HT + TTH +
1
ε‖M‖2 HH +ε∏T∏< 0

故　dV
dt (6)
≤- 2 xTR - 1 Hf ( x) = - 2∑

n

i =1

hi

Ri
xif i ( xi) ≤- rV .

由比较原理[10 ]可得 , V ( x ( t , x0) ) ≤V ( x0) e - rt , Π t ≥0 , Π x0

∈Rn .

而

V ( x0) = 2∑
n

i =1

hiCi∫
x
i
(0)

0

f i ( z) dz≤2∑
n

i =1

hiCif i ( xi (0) ) xi (0)

≤2∑
n

i =1

hiCikix
2
i (0) ≤2 max

1≤l≤n
{ hlClkl} ‖x0‖2

由式 (2)可证∫
x
i

0

f i ( z) dz≥
f2

i ( xi)

2 ki
, ( i = 1 ,2 , ⋯, n) ,故有

V≥2 hiCi∫
x
i

0

f i ( z) dz≥
hiCi

ki
f2

i ( xi) , ( i = 1 ,2 , ⋯, n)

所以| f i ( xi) | ≤‖x0 ‖
2 ki

hiCi
max

1≤l≤n
{ hlClkl} e - r

2 t ,

　　　　　( i = 1 ,2 , ⋯, n)

由式 (2) , (4) , (5)得

CiD
+ | xi | ≤-

1
Ri

| xi | + ∑
n

j =1

| Tij| | f j ( xj) |

　+ ∑
n

j =1
∑

n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk| f j ( xj) |

≤-
1
Ri

| xi | + ‖x0‖

　·∑
n

j =1

| Tij| + ∑
n

k =1

| Tijk + Tikj| Mk

　·
2 ki

hjCj
max

1≤l≤n
{ hlClkl} e - r

2 t

= -
1
Ri

| xi | +γi ‖x0 ‖e - r
2 t

故由比较原理[10 ]可得

| xi ( t , x0) | ≤| xi (0) | e - t
R

i
c

i +
γi

Ci
‖x0‖∫

t

0

e - r
2 s e - t - s

R
i
c

i
sds

≤‖x0‖ e -
t

R
i
c

i +
2 Ri

2 - RiCir
γie

-
r
2 t

≤‖x0‖ 1 +
2 Ri

2 - RiCir
γi e - r

2 t ,

　Π t≥0 , Π x0∈Rn , ( i = 1 ,2 , ⋯, n)

因此‖x ( t , x0) ‖≤‖x0 ‖ ∑
n

i =1

1 +
2 Ri

2 - RiCir
γi

2 1/ 2

e -
r
2 t ,

Π t≥0 , Π x0 ∈Rn ,即

‖u ( t , u0) - u 3‖≤‖u0 - u 3‖ ∑
n

i =1

1 +
2 Ri

2 - RiCir
γi

2 1/ 2

e - r
2 t

Π t≥0 , Π u0∈Rn . 证毕

注 2　由定理 4 得到 Hopfield 神经网络式 (7)的平衡点

u 3全局指数稳定的充分条件为存在对角阵 H = diag ( h1 , h2 ,

⋯, hn) > 0使得 HT + TTH < 0 ,而这是文[12 ]中定理 1给出的

神经网络式 (7)的平衡点 u 3全局渐近稳定的充分条件.文

[13 ]中的例子表明神经网络式 (7)的平衡点 u 3全局渐近稳定

时不一定全局指数稳定 ,因此这里定理 4应用于 Hopfield神经

网络 (7)时 ,是文[12 ]中定理 1的推广 .

4　例子

　　考虑二阶 Hopfield型神经网络

Ci
dui

dt
= -

ui

Ri
+ ∑

3

j =1

Tijgj ( uj) + ∑
3

j =1
∑
3

k =1

Tijkgj ( uj) gk ( uk) + Ii ,

　　i = 1 ,2 ,3 (9)

其中 R = diag( R1 , R2 , R3) = diag(5 ,5 ,10) ,

C = diag( C1 , C2 , C3) = diag(111 ,112 ,1) ,

　　T = ( Tij) 3×3 =

0127 - 0118 - 0134

0102 013 - 0191

0121 - 0171 0119

,

　　T1 = ( T1 jk) 3×3 =

0115 - 0102 0101

- 0102 0116 - 0112

- 0105 - 0102 0107

,

　　T2 = ( T2 jk) 3×3 =

0118 0101 - 0112

- 0107 0113 - 0107

- 0105 0110 0106

,

　　T3 = ( T3 jk) 3×3 =

0107 - 0101 - 0106

0104 0101 - 0112

- 0101 - 0113 0116

,

gi ( ui)满足 条件 :0 < g′1 ( u1) ≤017 ,0 < g′2 ( u2) ≤016 ,

0 < g′3 ( u3) ≤018 , | gi ( ui) | ≤011 , i = 1 ,2 ,3.

由MATLAB计算得 ,存在常数ε= 114543 ,ε′= 114543及

矩阵

P =

011299 - 010007 - 010001

- 010007 011166 0

- 010001 0 010691

> 0 ,

　　Q = diag(111814 ,111302 ,111141) > 0 ,

　　H = diag (011711 , 011204 , 010937) > 0使得Φ < 0 ,因此由

定理 1知 ,系统式 (9)的平衡点 u 3全局渐近稳定.

取矩阵 P = diag(012354 ,012164 ,011305 > 0 ,则α> 0 ,因此

由定理 2知 ,系统式 (9)的平衡点 u 3全局指数稳定.

存在常数ε= 115917 ,ε′= 115666及矩阵 P =

diag(012354 ,012164 ,011305) > 0 ,使 A < 0 ,因此由定理 3知 ,系

统式 (9)的平衡点 u 3全局指数稳定.

5　结论

　　通过对二阶连续 Hopfield型神经网络平衡点的全局稳定

性的分析 ,得到了网络平衡点全局渐近稳定和全局指数稳定

的充分条件以及指数收敛速度的估计.这些条件都是新的 ,可

用于设计全局渐近稳定和全局指数稳定的神经网络.
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